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PREFAZIONE

Lo scopo del presente volume é quello di indicare agli interessati
la maniera di realizzare wn qualsiasi circuito di commutazione o se-
quenziale, con Vuso dei blocchi logici OR, AND, NAND ¢ NOR,
oggi molto applicati negli automatismi industriali, partendo da sem-
plici ragionamenti logici. Per PVapplicazione dei suddetti blocchi,
costituiti essemzialmente da diodi e transistori, non é mnecessario ¢o-
noscere a fondo Uelettronica, mentre occorre sapere come devono essere
collegati tra loro i morsetti d’entrata e d'uscita. Appunto per questo
¢ stata dedicata la massima attenzione all’algebra binariaco di commu-
tazione, mentre Dintima costituzione dei blocchi logici é stata illustrata
a solo titolo informativo, rimandando <l lettore che woglia dedicarsi
alla loro progettazione a testi pi specializzati. Molta importanza é
stata attribuita at criteri di minimizzazione, che permettono di realiz-
zare circuiti molto complessi, con la massima economia. Gli esercizi, con
relative soluziont proposte nel testo sono facilmente verificabili in pra-
tica, specialmente se si ¢ in possesso degli opportuni simulatori logici,
reperibili in commercio. Ringrazio quei lettori che suggeriranno even-
tuali modifiche o aggiunte tendenti a magliorare il libro.
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CAPITOLO I

SISTEMI DI NUMERAZIONE PONDERALI O POSIZIONALI

1-1. Sistema decimale.

Sappiamo che il sistema di numerazione decimale si avvale di
10 simboli:

e che i valori maggiori di 9 si formano accostando tali simboli in di-
verse combinazioni. I simboli o cifre contenuti in un numero assu-
mono valori differenti in base al posto da essi occupato.

Ad esempio, nel numero 888, dove compare un solo simbolo ri-
petuto tre volte, la cifra di sinistra vale 800, quella centrale 80,
quella di destra 8. Il valore del numero si desume dalla seguente
relazione:

888 =8 x 102 4+ 8 x 10* + 8 X 10°

Alle potenze in base 10 si da il nome di pest. Per quanto riguarda
i numeri frazionari, i pesi attribuiti alle cifre che si trovano a destra
della, virgola sono potenze con esponentl negativi, poiché le stesse
cifre hanno il significato di decimi, centesimi, millesimi, ece. Cosi,
ad esempio, sara:

423,708 =4 x 102 + 2 x 101 43 x 10047 X107t 4 5 X 1072 4

T, 5 8
0

+ 8 x 1073 =400 + 20 +3 + —
N 1 100 1000



Lo spostamento della virgola, verso destra o verso sinistra, di
uno, due, tre, ecc. posti equivale a moltiplicare o dividere il numero
per 10, 100, 1000, ecec.

1-2. Sistema binario.

Il sistema di numerazione decimale non si adatta ai moderni
elaboratori elettronici in quanto I’esecuzione delle operazioni risul-
terebbe molto laboriosa. Viene invece adoperato il sistema di nume-
razione binario che si avvale di due soli segni, 1 e 0, i quali sono
usualmente denominafi bit (}). Le cifre dei numeri binari vengono
posizionate dai relativi pesi, che naturalmente sono potenze in base
due. Ad esempio, il numero binario:

100111 (2)

puo essere espresso nella seguente maniera:

100111 =1 X 25 4+0 xX24 40 X238 4+1 x224+1 x 21 4+ 1 x 20

11 valore decimale ad esso corrlspondente & dato - 7 somma di
tutti i prodottl dei bit 1 per i pesi relativi; ossia:

1 %2541 %2241 x2041Xx20=23244+24+1=39

i

. - I numeri binari frazionari vengono rappresentati con criteri

analoghi a quelli osservati dai numeri frazionari del sistema decimale.
Naturalmente lo spostamento della virgola di un posto verso destra
0 verso sinistra mddoppm 0 dimezza il valore degli stessi numeri.
Consideriamo, per esempio, il numero binario:

1,10010;

il suo equivalente decimale é:
1 X200 41 X271 40 X27240 X273 41 X274 40 X275 =
1 25

1
+ 2 16 16

(1) Abbreviazione delle parole BINARY DIGIT (cifre binarie).
(2) 100111 si legge uno zero zero umo uno uno.



Spostando la virgola di un posto verso destra, il numero diventa

11,0010 mentre il suo equivalente decimale dev’essere —E&; infatti:

11,0010 =1 x 20 +1 X204 0 X271 4+0 X272 41 X273 +0 X

' 1 2 50

X24=2+14 =3+ =

8 16 16
1-3. Tavola dei numeri binari.

Riportiamo le cifre di un numero binario, ad esempio 111, in
altrettante caselle, come in fig. 1.1.

IR

Fig. 1.1 - Esempio di numero binario a tre cifre.

I valori decimali corrispondenti a tali cifre, come si & visto, di-
pendono dalla posizione che esse occupano nel numero. Precisa-
mente: quella di destra vale 1 x 2° = 1, quella di centro 1 x 2! = 2
e quella di sinistra 1 x 22 = 4. Si pud stabilire che ¢l calore decimale
corrispondente al bit 1, contenuto in una qualsiasi casella, é doppio di
quello corrispondente al bit 1 che si trova nella casella itmmediatamente
o destra. In base a cio, il bit -1 posto nella casella di destra della
figura 1.2, rappresentante il valore decimale I, portato nella casella

1 110

Fig. 1.2 - Rappresentazione del valore deci- Fig. 1.3 - Rappresentazione del valore deci-
male 1. m:zle 2.

adiacente a sinistra, (fig. 1.3), raddoppia il suo valore, ossia rap-
presenta il valore decimale due. Nella figura 1.3, per indicare che la
casella di destra é rimasta vuota, collochiamo in essa un bit 0. Con lo
stesso criterio possiamo rappresentare in binario i valori decimali 4, 8,
16, e cosi via, (uno doppio dell’altro), come mostra la figura 1.4.

Osservando tale figura, si nota che ad ogni spostamento verso
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Fig. 1.4 - Numeri binari raffiguranti i valori decimali 4,

I U U 0 U 8, 16

sinistra del bit I corrisponde ’aggiunta di un bit 0 alla destra del
numero binario. Si puo ancora stabilire che per raddoppiare il valore
decimale, corrispondente ad un numero binario qualsiasi, basta ag-
giungere uno zero alla sua destra.

In seguito alle considerazioni fatte, due bit I, che incolonniamo
in una stessa casella, con l'intento di.volerli sommare (fig. 1.5),
potremmo ugualmente rappresentarli con un solo bit- 7 posto nella
casella immediatamente a sinistra (fig. 1.6), mettendo un bit 0 nella
casella rimasta vuota.

i 110

Fig. 1.5 - Incolonnamento di due numeri Fig. 1.6 - Rappresentazione equivalente a
agli effetti somma. quella della figura 1.5.

Cosl pure, tre bit 7 incolonnati come nella figura 1.7, potremmo
rappresentarli nella maniera indicata dalla figura 1.8.

1
| K

Fig. 1.7 - Incoloanamento di tre numeri Fig. 1.8 - Rappresentazione equivalente a
agli effetti somma. quella della figura 1.7.

La numerazione binaria, per quanto possa sembrare complessa,
in effetti semplifica le cose nei riguardi della rappresentazione di
valori decimali, in quanto qualsiasi numero decimale, si puo scrivere
usando i due soli bit 7 e 0. Come e facile intuire, gli unici valori de-
cimali che coincidono con quelli binari sono 7 e 0. Ossia, il bit 1,
indipendentemente dalla posizione che occupa nel numero, vale 7,
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sia nel sistema di numerazione binario che decimale; cosi dicasi per
il bit 0, che nei due sistemi non ha alcun significato.

Con questi presupposti, il bit / del numero binario, riportato
nella figura 1.9, mentre, preso isolatamente, vale 7 come valore de-

110040

Fig. 1.9 - Numero binario rappresentante il valore decimale 8.

cimale, rappresenta invece il valore decimale &, per la posizione che
occupa nel numero binario che lo contiene. Il suddetto bit  assume,
come sappiamo, valors decimale doppio se portato nella casella adia-
cente a destra, ossia diventa 2. Questo nuovo valore decimale si rad-
doppia ancora se portato nella casella adiacente a destra, diventando
4, e cosi via, come indica la figura 1.10, nella quale sono segnati in
rosso i valori decimali ottenuti nelle varie fasi, ‘

Fig. 1.10 - Rappresentazione delle fasi che consentono di ottenere il valore decimale 8, dal cor-
rispondente numero in forma binaria.

In corrispondenza dell’ultima casella si viene ad avere quindi
il valore decimale & rappresentato dal numero binario 1000.

Consideriamo ancora un altro numero binario, per esempio 1101.
Volendo conoscere il valore decimale che rappresenta, si opera come
nella figura 1.11, dove si puo notare che di volta in volta il valore
contenuto nella prima ecasella di sinistra viene raddoppiato e ripor-
tato nella casella adiacente a destra, nella quale ovviamente si som-
ma all’eventuale bit 7 esistente in essa.

Viceversa un qualsias’ numero decimale, per esempio 32, con-
tenuto in una sola caselia, possiamo pensare di raffigurarlo in due
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Fig. 1.11 - Rappresentazione delle fasi che
consentono di ottenere il valore decimale
— 13, dal corrispondente numero in forma
binaria.

caselle di cui, quella di sinistra contenente meta del valore deci-
male, cioe 16, e quella di destra contenente il bit 0, in quanto &
rimasta vuota. :

Ancora possiamo raffigurare 16 con il suo valore dimezzato posto
in una nuova casella aggiunta alla sinistra e 0 nella casella rimasta
vuota, e cosl via, fino ad ottenere il valore 32 rappresentato dai soli
bit 1 e 0, ossia espresso in forma binaria. Cio e indicato nella figura 1.12,
dove sono segnati in rosso i valori decimali e in nero i valori binari.

Supponiamo adesso di voler raffigurar> un numero decimale di-
spari, per esempio 13; si opera come nella figura 1.13, nella quale sono

1{0(0(0[0}0

Fig. 1.12 - Rappresentazione delle fasi che consentono di esprimere in forma binaria il valore
decimale 32.




indicati in rosso i valorL decimali e in nero i valori binari, che risul-
tano essere i resti delle varie divisioni per due degli stessi valori de-
cimali.

b

Fig. 1.13 - Valori decimali 13 e 14 espressi in forma binaria.

Tutte le raffigurazioni fin qui esaminate sono importanti per
farci comprendere con efficacia il meccanismo sia della formazione
che della somma dei numeri binari, nonche la conversione dal sistema
decimale a quello binario e viceversa. Nella figura 1.14 riportiamo la
formazione di alecuni numeri binari, applicando i criteri descritti.

Ovviamente si puo continuare in modo analogo anche per i
numeri successivi, come del resto si puo desumere dalla tabella I
relativa ai primi 64 numeri indicati in forma binaria.



Numero decimale

Equivalente binario

zero []
uno I
1
1
due
110
tre I I
1
I 1
uattro I
quatt | U
11010
cinque ] 0 ]
1
_ 1101

Fig. 1.14 - Formazione dei primi sette numeri binari.




TABELLA I — Rappresentazione in forma binaria dei primi 64 numeri del si-
stema decimale.

Numero Corrispondente Numero Corrispondente

decimale valore binario decimale valore binario
0 0 33 100001
1 1 34 100010
2 10 35 100011
3 11 36 100100
4 100 37 100101
5 101 38 100110
6 110 39 100111
7 111 40 101000
8 1000 41 101001
9 1001 42 101010
10 1010 43 101011
11 1011 44 101100
12 1100 45 101101
13 1101 46 101110
14 1110 47 101111
15 1111 48 110000
16 10000 49 110001
17 10001 50 110010
18 10010 51 110011
19 10011 52 110100
20 10100 53 110101
21 10101 54 110110
22 10110 55 110111
23 10111 56 111000
24 11000 57 111001
25 11001 58 111010
26 11010 59 111011
27 11011 60 111100
28 11100 61 111101
29 11101 62 111110
30 11110 63 111111
31 11111
32 100000




1-4. Passaggio dal sistema decimale a quello binario.

Metodo della divisione per due.

Per rappresentare in forma binaria un qualsiasi numero decimale
si puod usare il metodo della divisione per due che consiste nel dividere
il numero decimale per 2, il quoziente ancora per 2, e cosi via, fino
ad ottenere quoziente 1.

Il numero binario corrlspondente & dato dalla successione dei
resti, a partire dall’ultimo di essi. Per esempio, per convertire in
binario il numero 59 si procede quindi nel seguente modo:

»

Q | R
59 | 1 111011
29 11
14 | 0
711
311
1|1

Infatti:
111011 =1 X 25 4+ 1 X244+ 1 x 28 41 x 20 4+ 1 X 20 =
=324164+8 +24+1=59

PPy

Fig. 1.15 - Conversione del numero 59 in forma binaria.
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Si puo rilevare che a fianco dei quozienti par: vi & zero mentre
a flanco dei dispari vi & uno.

Allo stesso risultato si perviene facendo uso delle caselle gia’
descritte in precedenza, nella maniera indicata dalla figura 1.15.

1-5. Metodo delle sottrazioni successive.

Il metodo delle sottrazioni successive consiste nel gottrarre,
dal numero decimale dato, la potenza in base due, immediatamente
inferiore ad esso, poi, dal resto ottenuto si sottrae ancora la potenza
in base due immediatamente inferiore, e cosi via, fino ad avere
resto zero. Per esempio, volendo convertire in binario il numero de-
cimale 126 si procede quindi nella seguente maniera:

126—26‘:126—64:62
62 —25= 62 —32 =30
30 —2¢ = 30 —16 = 14
14 —23= 14— 8= 6
6 —22= 6-— 4= 2
2—21= 2— 2= 0

Il numero binario corrispondente a 126 si pud adesso ottenere
attribuendo valore I alle potenze in base due, presenti nella succes-
sione decrescente (26, 25, 24, 23 22, 21) e valore 0 alle potenze man-
canti da tale successione, in questo caso manca solo 2°. Per maggiore
chiarezza riportiamo tale numero nel prospetto della flgura 1.16,
dove & segnata in rosso la potenza mancante alla successione.

'l 2’2 e
EREEEREEREREN!

Fig. 1.16.

Altro esempio: si voglia convertire in binario il numero decimale
142,

11



142 — 27 = 142 — 128 = 14

6 —22= 6— 4= 2
2—2 = 2 2_ ¢

Il numero binario & riportato nella figura 1.17.

2] 2’ 2] 2
tlofol o1t 170

Possiamo verificare 1’esattezza del risultato con la nota relazione:
10001110 =1 x 27 +1 x23 +1 x22 4+ 1 X2t =

— 128 + 8 4 4 £ 2 = 142

1-6. Somma di due numeri binari.

Si vogliano sommare, per esempio, i numeri binari: 1010011 e
100101. Incolonniamo le rispettive cifre di tali numeri in altrettante
caselle, come nella figura 1.18.

1 0 1 0| 0|1 1
1 00 110 1

Fig. 1.18 - Incolonnamento di due numeri binari che devono sommarsi tra di loro.

Prima di procedere alla somma & bene ricordare quanto detto
nel paragrafo 1.3 a pag. 3, e cioe, che due bit I incolonnati in una
stessa casella possono essere rappresentati da un bit I posto nella
casella immediatamente a sinistra, mettendo un bit 0 nella casella
rimasta vuota. Inoltre, osservando la figura 1.18 c’¢ da conside-
rare che i due bit 0 incolonnati nella stessa casella non hanno al-
tro significato se non quello di indicare che la stessa non contiene
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aleun bit 7, ossia che & vuota. Cosl pure non ha significato il bit 0
contenuto in quelle caselle che contengono anche un bit 1. In so-
stanza la rappresentazione della figura 1.18 potrebbe essere sosti-
tuita da quella riportata nella figura 1.19.

Con queste semplici considerazioni si viene a scoprire che il
problema della somma esiste soltanto quando le cifre da sommare
sono due bit 1. Adesso procediamo alla somma nella maniera indi-
cata dalla figura 1.20, dove sono segnati in rosso i bit 1 che di volta
in volta passano nelle caselle adiacenti a sinistra.

1 1 1 1
| 1 1

Fig. 1.19 - Altro modo di rappresentazione della figura 1.18.
1 1 1 0
1 1
1 1
1 | e
! ! 0 0 0
1
1 1 1 1 0 0 0

.Fig. 1.20 - Indicazione, in fasi successive, della somma tra due numeri binari.

La somma dei numeri binari 1010011 e 100101 & quindi uguale
a 1111000. Analizzando le varie fasi dell’operazione possiamo sta-
bilire le seguenti regole:

a) 0 pit 0 ¢ uguale a 0
b) 1 pite 0 ¢ uguale a 1
c) 0 pivn 1 ¢ uguale a 1
d) 1 piew 1 ¢ uguale a 0, col riporto di 1, alla cifra successiva.
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L’impiego delle caselle per lo svolgimento della somma & ovvia-
mente servito per far comprendere efficacemente le regole dell’ope-
razione, dato che nella pratica corrente dette caselle non vengono
adoperate. Infatti, una volta conosciute le regole, i numeri prece-
dentemente esaminati si- sommano nella maniera semplice, illustrata
dal seguente esempio ():

Riporto
1

SO -
= O -

1
01 1. +
10 01

1111000

T possibile eseguire la somma anche quando gli addendi sono
pitt di due, con I’applicazione delle regole esaminate. Puo capitare
quindi che i bit 7, da riportarsi alla cifra successiva, siano pitt di uno;
in tal caso Jevono essere opportunamente incolonnati. Cio & chiarito
negli esempi che seguono.

Esempi di somma di numeri binari

1) 111111 Riporto
11010, +
1011
1000000
2) 1111111111 Riporto
1111111111 +
1
10000000000
3) 11111
1111111 Riporto
11101 +
11010 +
101111 +
110110
10011100

(1) T numeri in neretto non hanno significati particolari rispetto a quelli
in chiaro; la diversita di carattere ha il solo scopo di evidenziare all’occor-
renza talune cifre. Cido vale anche in seguito.
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Riporto

—
e
ot

[
[en)
=)
o)

1-7. Comparazione di due numeri binari.

La comparazione di due numeri binari & ’operazione che ci con-
sente di stabilire se i numeri presi in esame sono uguali tra loro, o
se uno & maggiore dell’altro, e viceversa. Quello che piu interessa &
poter fare la comparazione senza bisogno di determinare prima i
valori decimali corrispondenti ai numeri. Allo scopo di formulare
qualche criterio di comparazione, consideriamo due numeri binari
di quattro cifre ciascuno, ad esempio:

1110 e 1101
La loro somma é:
1110 + 1101 = 11011,

ossia un numero che contiene una cifra in piu rispetto a quello degli
addendi. Poicheé, ovviamente, la somma & maggiore di ciascun ad-
dendo si puo dire che tra due numeri binari ha maggior valore quello
che contiene pin cifre. I valori decimali corrispondenti ai numeri
considerati (1110 e 1101) sono rispettivamente 14 e 13. Pertanto
risulta:

1110 > 1101
Per comprendere il motivo di tale disuguaglianza ¢ sufficiente
confrontare le cifre del primo numero con quelle dell’altro, partendo

da sinistra verso destra, indicando in neretto le cifre che nei due nu-
meri sono rispettivamente nouali:

1110 1101

15



Si pud notare che nel numero maggiore, dopo le cifre scritte
in neretto appare I mentre nell’altro appare 0. Pertanto stabiliamo
che tra due numeri binari aventi la stessa quantita di cifre é maggiore
quello in cui, a partire da sinistra verso destra, appare il bit 1, dopo
le cifre che i numeri hanno in comune. In base a cio, si verificano, per
esempio, le seguenti disuguaglianze:

1111110001 > 1011110001;

110010101 > 110010100

L binart st ) n . se hanno la stessa
Infine, due numeri binari si considerano uguali se ha la st
quantita di cifre e se nell’ordine le cifre del primo sono uguali a quelle
del secondo.

1-8. Sottrazione tra due numeri binari.

Le regole inerenti alla sottrazione si possono desumere da quelle
rilevate per la somma, essendo le due operazioni una l'inversa del-
Paltra. Facciamo, per esempio, la somma tra i due numeri binari 1100
e 1001:

Bit 1 riportato alla cifra successiva
1
1100 +
1001
10101

Volendo ricavare il valore di uno dei due addendi, supponiamo
quello segnato in neretto, basta eseguire la differenza tra la somma ot-
tenuta e l'altro addendo, ossia ribaltare i termini della addizione:

Bit 1 richiamato dalla cifra preced.

o
S M
oo
[

I

[y
p—
(=]
<
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E’ interessante notare che il bit I riportato alla cifra seguente,
nell’operazione di addizione, viene, al con rio, :hiamato dalla
stessa cifra nella sottrazione. Esaminando il r1s111tat0 ottenuto si pos-
sono stabilire le seguenti regole:

a) 1 meno 1 ¢ uguale a 0

b) 0 meno 0 ¢ uguale a 0

\

¢) 1 meno 0 é uguale a 1

d) 0 meno 1 é uguale a 1, col richiamo di 1 dalla cifra suc-
cessiva.

Quasi sempre il richiamo del bit 1 avviene in fasi successive,
come nell’esempio seguente, in cui si vuole eseguire la sottrazione
tra 111110101 e 11111001 :

111110101 —
11111001

111101100
1

111011100
1

110111100
1

101111100
1

11111100

Si puo anche verificare I’esattezza del risultato convertendo in
decimali i valori binari del minuendo, sottraendo e resto. Ossia:

111110101 =1 x 28 +1 X 27 41 x26 +1 X25 41 x2¢4 41 X
X 2241 x 20= 501
11111001 =1 X 27 41 x 26 +1 x254+1 x2'4+1 x284+1 X

X 20 = 249
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11111100 =1 X 27 +1 X 26 +1 x25 41 x24 41 x28 41 X
X 22 = 252 \

L’operazione & esatta, perché 501 — 249 = 252.

Un altro sistema usato per eseguire la sottrazione tra due nu-
meri binari & descritto nell’esempio seguente, dove si vuole sottrarre
1101 a 11101001. Poiché i numeri devono necessariamente conte-
nere la stessa quantita di cifre, si aggiungono quattro zeri alla si-
nistra del sottraendo, il quale diventa 00001101. Si fa il complemento
di tale numero, ossia si invertono tutte le sue cifre, ottenendo cosi
il numero 11110010. Esso si aggiunge al minuendo:

111011011

Alla somma cosi ottenuta si toglie la prima cifra a sinistra, se-
gnata in neretto, per aggiungerla alla sua prima cifra a destra; ossia:

11011011 +
1

11011100

Quest’ultimo numero costituisce la differenza tra 11101001 e
1101.

1-9. Moltiplicazione fra due numeri binari.

La moltiplicazione tra due numeri binari si svolge con le stesse
regole osservate per la moltiplicazione di numeri decimali. Volendo,
per esempio, moltiplicare tra loro 110101 e 10101 si procede nella
seguente maniera:

110101 X
10101
110101

110101
110101
10001011001

18



Si pud notare che il numero delle cifre del prodotto & uguale
alla somma dei numeri delle cifre dei singoli fattori. .

Volendo moltiplicare un numero binario per 10, 100, 1000, ecc.
basta aggiungere uno, due, tre, ecc. zeri alla sua destra. Per esempio:

1) 10011 x 1000 = 10011000
2) 1,11 x 1000 = 1110

1-10. Divisione tra due numeri binari.

La divisione tra due numeri binari si svolge con le stesse regole
osservate per la divisione tra numeri decimali. Per esempio, volendo
dividere 1101111001per 1111 si procede nel modo seguente:

1101111001 1111
1111 -
111011
11001
1111
10101
1111
11000
1111
10011
1111
100

L’esattezza del risultato si verifica con la consueta operazione
inversa, ossia:

(111011) x (1111) + (100) = 1101111001

19



ESERCIZI

1 — Convertire in binario il numero decimale 217, servendosi della disposi-
zione pratica delle caselle, del metodo delle sottrazioni successive e del metodo della
divisione per due.

Soluzione. — Nella disposizione pratica delle caselle, indichiamo in rosso
i valori decimali e in nero le cifre binarie. Si ottiene:

{1 T 0 O O

Quindi, 217 viene rappresentato dal numero binario 11011001.

Col metodo delle sottrazioni successive si ha:

217 — 27 = 217 — 128 = 89

89 — 26 —= 89— 64 = 25
25— 24 = 25— 16 = 9
9—23 = 99— 8= 1
1—20= 1— 1= 0

Anche con questo metodo, si ottiene che il numero binario corrispondente
al valore decimale di 217 & 11011001.
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Col metodo delle divisioni per due (del tutto analogo a quello relativo alla
disposizione pratica delle caselle) si ha:

217
108
54
27
13

1011001

— e O e e O O

2 — Convertire in binario i numeri decimali:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,

Soluzione

Valori binari Valori decimali

10 2

100

1000 8

10000 16

100000 32

1000000 64

10000000 128

100000000 256

3 — Conwvertire in decimale il numero binario:
1110011011

sta con l'uso dei pesi che con la disposizione pratica delle caselle.

Soluzione. — Il valore decimale corrispondente al numero binario:

1110011011
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¢ dato dalla relazione seguente:

1 X294+ 1 x28 +1x274+1x2441x2841x21 41 x 20=0923

Anche con l'uso delle caselle si ottiene lo stesso risultato. Infatti indicando
in rosso i valori decimali e in nero le cifre binarie si ha:

o1l
R
I 1
| S
4 — Sommare, in una sola operazione, © numeri binari 11011110, 1101101,

10111110. Controllare il risultato sommando i valori decimali corrispondenti a
ctascun addendo, convertendo infine la somma ottenuta in wvalore binario.
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Soluzione

111111%¢

11111111 Riporto
110111 _ . |
1101101 +
10111110

1000001001

Verifica del risultato

11011110 rappresenta il numero decimale 222
1101101 rappresenta il numero decimale 109
10111110 rappresenta il numero decimale 190

222 + 109 + 190 = 521

Il numero binario corrispondente a 521 & 1000001001, pertanto il -risultato
della somma & esatto.

5 — Stabilire, senza eseguire conversioni, quale dei due numeri binari qui
riportati, risulta maggiore:
1110101, 1110110
Soluzione
1110110 > 1110101
6 — Qual’é il pit grande numero binario di nove cifre?
Soluzione
111111111
7 — Qual’é il pid piccolo numero binario di sette cifre?
Soluzione
1000000
8 — Qual’é il pitt grande numero binario di sei cifre contenente due bit 1%
Soluzione
110000
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9 — Qual’é il pitt piccolo numero binario di otto cifre contenente quattro
bit 07

Soluzione

10000111

10 — FEseguire le soltrazioni sotto indicate, con i due metodi esaminati, ve-
rificando Uesattezza dei risultati con la conversione in valori decimali dei ri-
spettivi numeri binari.

a) 1110101 — 1011111
b) 100010 — 10111

Soluzione

(]
—_——
_—_o
—_——
O
—
|

i
o
—
—
<

Col metodo della complementazione si somma al minuendo il complemento
del sottraendo. Il complemento di 1011111 & 0100000; percid:

1
1110101 +
0100000
1
1+
1
10110

Verifica

1110101 rappresenta il numero decimale 117;
1011111 rappresenta il numero decimale 95;
10110 rappresenta il numero decimale 22.

Il risultato della sottrazione & esatto perché 117 — 95 = 22.

(valori decimali corrispondenti)

b) 100010— 34 —
10111 23
1011 11
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I1 complemento di 10111 & 01000; pertanto:

1011

11 risultato della sottrazione ¢ esatto.

11 — Eseguire le seguenti moltiplicazioni binarie:
a) 1110111001 x 11000
b) 10000 x 10101
¢) 10,0111 x 11,101
d) 101,011 x 100000
Soluzione
a) 1110111001 x 11000 = 101100101011000
b) 10000 x 10101 = 101010000
¢) 10,0111 x 11,101 = 1000,1101011
d) 101,011 x 100000 = 10101100
12 — Eseqguire le sequenti divisioni binarie, verificando Vesattezza del risul-

tato sia com i valori binari che con i corrispondenti valori decimali:
a) 111011 : 101
b) 11,1001 : 1,1
¢) 1,101 : 1,001
d) 11,01 : 1010,1

)
)
Soluzione

a) 111011 :101 = 1011 col resto di 100.

Il risultato & esatto perche:

101 x 1011 + 10G = 111011.



Operando con i rispettivi valori decimali abbiamo: 59 : 5 = 11 col resto di 4;
cid & anche esatto perché:

5 x 11 + 4 = 59.
b) 11,1001 : 1,1 = 10,011 col resto di zero.

Operando subito con i rispettivi valori decimali, abbiamo:

In tutt’e due i casi il risultato & esatto: infatti: 10,011 x 1,1 = 11,1001,
cosi pure:

19
8

3 57
X — =
2 16

¢) 1,101 : 1,001 = 1,011 col resto di 101.

Operando con i rispettivi valori decimali abbiamo:
1 5
— : — = — col resto di — .
8 64

A

In ogni caso l'operazione & esatta; infatti: 1,001 x 1,011 + 0,000101 =
= 1,101, cosi pure:

11

5 104 13
ry 64 8

>+
X — — —— =
8 ' 64 64

-d) 11,01 : 1010,1 = 0,01 col resto 1010.

Operando con i rispettivi valori decimali abbiamo:

1 .5
— : — = — col resto di — .
4 8

In ogni caso 'operazione ¢ esatta; infatti: 1010,1 X 0,01 4+ 0,101 = 11,01,
cosi pure:
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RIEPILOGO

TAVOLA 1.1

SISTEMI DI NUMERAZIONE PONDERALI O POSIZIONALI

Pesi: sono potenze aventi la base uguale a quella del sistema di numera-
zione cul appartengono. I pesi del sistema decimale sono potenze in base 10;
quelli del sistema binario potenze in base 2. I pesi determinano in un nu-
mero la posizione delle sue rispettive cifre.

Sistema di numerazione binario: si avvale di due simboli; 1 e 0, de-
nominati bit.

Operazioni tra numeri binari

Regole della somma:

04+0=0
1+0=1
0+1=1

1+ 1=1 col riporto di una alla cifra
successiva

Regole della sottrazione: 0 — 0 = 0

1—0=1

0—1=1 col richiamo di 1 dalla ci-
1 1—0 fra successiva

Regole della moltiplicazione: valgono le stesse regole osservate
per la meltiplicazione tra numeri decimali.

Regole della divisione: valgono le stesse regole osservate per la
divisione tra numeri decimali.
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CAPITOLO II

ALGEBRA DI BOOLE

Nel secolo scorso il matematico e filosofo irlandese George Boole
(1815-1864), allo scopo di procurarsi un simbolismo che gli consen-
tisse di trattare in termini analitici le proposizioni di un discorso,
getto le basi di un’algebra detta proposizionale o binaria, in quanto
ammetteva soltanto due soluzioni. Quella che per Boole doveva es-
sere ’idea di un calcolo astratto, di cui certamente egli stesso non po-
teva valutarne la portata, risulto essere una delle piii grandi conquiste
della tecnica moderna. Cio ad opera di alcuni studiosi, come 1’ameri-
cano Claude Shannon e i giapponesi Nakasima e Hanzawa, che
prima dell’ultimo conflitto mondiale pensarono di applicare la ma-
gistrale intuizione di Boole ai circuiti di commutazione.

2-1. Valori costanti; variabili.

I valori costanti nell’algebra di Boole sono rappresentati dai
simboli 1 e 0. Con tali simboli si indicano sistemi o talune situazioni
che ammettono due sole posiziont o stati (vedi esempi tab. II).

TABELLA II — Esempi di situazioni che ammettono solo due statr.
1 0
Si No
Tutto Niente
Contatto chiuso Contatto aperto
Luce Buio




Le variabili binarie, che naturalmente possono assumere soltanto
i due valori 1 e 0, vengono solitamente indicate con lettere maiuscole
A, B, O, ... mentre le funzioni di tali variabili si indicano con le let-
tere x, ¥, 2...

OPERAZIONI BOOLEANE

2-2. Operazione NOT o inversione logica (1).

I’operazione NOT si puo praticare ad un valore costante, ad
una variabile o ad un’intera espressione, ponendo su di esse un sem-
plice trattino.

Ad esempio:

N

Pinverso di A &

N

N

Pinverso di I )

~|

linverso di 7 + Ae 1 + A

Una variabile invertita e definita in forma inversa o negata o falsa
mentre quando non & invertita si dice che & in forma vera o diretia.

Ecco perché la scritta A si pronunzia: A negato, o A falso, o non A.
Le grandezze A e A sono anche definite complementari; pertanto 4
il complemento di A e viceversa.

Poiché il sistema binario dispone dei soli valori 1 e 0, & ovvio che
Pinverso di 1 & 0 e
Pinverso di 0 ¢ 1
Cio viene sintetizzata dalle relazioni-
e

Si pud enunciare che:

Vinverso di uno stato equivale all’altro stato.

(1) Si definisce operazione NOT o inversione logica 1’operazione mediante
la quale si determina lo stato inverso di una data grandezza.
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2-3. Teorema della doppia inversione.

Una variabile invertita due volte riprende il suo valore primi-
tivo.

Cid é& dimostrabile se si prende in esame uno dei due valori
costanti su cui & praticata ’operazione d’inversione, per esempio:

1=0

Invertendo ambo i membri, si ha:

=il
I

ol
<l

; ma =1, pereid:

!
Il
o

2-4. Blocco logico INVERSO.

11 blocco logico IN VERSO & un circuito capace di realizzare 1’0-
perazione di IN VERSIONE. 11 segno grafico usato per indicare tale
blocco, & riportato nella figura 2.1.

entrata o Jl/- ouscita

Fig. 2.1 - Segno grafico rappresentante il blocco logico INVERSO.

Esso ha una sola entrata e una sola uscita. E’ ovvio che all’uscita
si trova linverso di cio che figura all’entrata e viceversa.

2-5. Costituzione del blocco INVERSO.
I1 blocco INVERSO puo essere costituito da un transistore i

cui elettrodi b e ¢ sono rispettivamente sottoposti ai potenziali di 0
e 1, come nella figura 2.2. e
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—o ustita

entrata o—

Fig. 2.2 - Circuito NO'l' a transistore.

Se I'entrata e a stato 7 il transistore conduce, ossia lascia passare
corrente da ¢ verso b. Pertanto 'uscita é allo stesso potenziale di b,
ossia a stato 0.

Viceversa, se ’entrata & a stato 0, il transistore & inibito ossia
non lascia passare corrente da ¢ verso b. Sicche 'uscita & allo stesso
potenziale di ¢, ossia a stato 1. In sostanza, il transistore si comporta
esattamente come un interruttore, che lascia o meno passare la cor-
rente da b verso ¢, determinando, nei due casi, gli stati rispettiva-
mente complementari, all’uscita del blocco logico. Cid & chiaramente
illustrato nella figura 2.3 a e &, dove con I viene indicato il contatto
chiuso, e con 0 lo stesso contatto aperto.

1 1
q-—ﬂ )
|0 1
0 0

b

(an

Fig. 2.3 - Interpretazione circuitale di un invertitore.

2-6. Operazione AND o prodotto logico.

Consideriamo la frase:

Mario vincera la gara se saltera il fosso e colpira il bersaglio;
essa sta a significare che 1’azione risultante di vincere la gara si rea-
lizza in un solo caso: quando cioé si verificano contemporaneamente
le altre due azioni: quella di saltare il fosso e quella di colpire il ber-
saglio. In qualsiasi altro caso ’azione risultante non si realizza. Pos-
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sitamo sintetizzare la frase scrivendo:

vincere la gara = saltare il fosso e colpire il bersaglio ().

Se ora indichiamo con I le azioni che si realizzano e con 0 quelle
che non si realizzano, possiamo ancora scrivere:

1 =1 e 1
0 =0 e 1
0=1 e 0
0 =0 e O

Se al posto della congiunzione ¢ (AND in inglese) mettiamo il
segno (-), otteniamo le seguenti relazioni:

I)
1T)
11T)
IV)

che rappresentano i quattro postulati dell’operazione AN D (prodotto
logico).
Anche se tali poswulati si identificano con quelli dell’algebra
classica e chiaro che il segno (-) fa solo da connettivo tra le costanti.
L’operazione AN D si estende ad un numero illimitato di costanti.
~ Per esempio:

- o ©
O
O
o o
o O
o

- o o

Si puo cosi enunciare che:

Doperazione AND, fatta tra due o piwt costanti, ha valore 1
quando tutte le costanti hanno valore 1; ha valore 0 in tutti gli altri
casi.

() 11 segno — significa in questo caso equivalenza.
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Detta operazione & verificabile nella pratica applicazione di pil
contatti, in serie tra loro, attraverso i quali si alimenta, ad esempio,
una lampadina X (fig. 2.4 a, b, ¢).

a 0 ) 0 X
b o G— g 1-1-0=90
1 ) ) X

1 1 1 X

Fig. 2.4 - Interpretazione circuitale dell’operazione AND.

Attribuendo valore I a lampadina accesa e contaito chiuso, e
valore 0 a lampadina spenta e contatto aperto, si pud notare che la
lampadina si accende solo nel caso ¢ della figura 2.4.

2-7. Blocco logico AND.

11 blocco logico AND & un circuito capace di realizzare ’opera-
zione AN D. Il segno grafico usato per indicare tale blocco & riportato
nella figura 2.5. ‘

Eisso ha un numero illimitato di entrate, ma una sola uscita.

[ ES——
o—1

entrate O_F__D—c uscita
- SESUS S—

Fig. 2.5 - Segno grafico rappresentante il blocco logico AND.

2-8. Co‘stituzione del blocco AND.

Il blocco AND pud essere costituito da tanti diodi quante sono
le entrate, disposti in modo da lasciar passare la corrente soltanto
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nel senso che va dal morsetto 4, tenuto sempre a qtato 1, alle stesse
entrate (figura 2.6, a, b, c). e

—f —of —o]
0o— fJo— To—
Jo— Jo— Jo—
a b C

Fig. 2.6 - Circuiti AND a diodi.

A

Analizzando i circuiti riportati nelle suddette figure si rileva
quanto segue:

fig. 2.6 a: le entrate sono tutte a stato 0; i diodi sono attra-
versati dalla corrente nel senso delle frecce. Pertanto P'uscita ¢ allo
stesso potenziale delle entrate, ossia a stato 0;

fig. 2.6 b: la corrente passa soltanto attraverso il diodo
corrispondente all’entrata superiore. Pertanto anche in questo caso
uscita & a stato 0;

fig. 2.6 c: essendo tutti i punti a stato I non circola alcuna
corrente. Pertanto anche l’uscita ¢ a stato 1.

2-9. Operazione OR o somma logica.

Consideriamo nuovamente la frase riportata nel paragrafo 2.6:

Mario vincera la gara se salterda il fosso e colpira il bersaglio.
Sostituendo in essa, alla congiunzione e la congiunzione o
(OR in inglese), ossia serivendo:

Mario vincera la gara se saltera il fosso o colpira il bersaglio,
si avverte subito che la stessa frase acquista un significato diverso.
Infatti, per realizzare ’azione risultante di vincere la gara non & pil
necessario realizzare contemporaneamente le altre due, ma una sola
di esse.
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Pertanto, ragionando come in precedenza, si pud scrivere:

1=1 o 1
1 1
1 =1 o0 0
0 0

Se al posto della disgiunzione o mettiamo il segno (+), otteniamo
le seguenti relazioni:

V)
VI)
VII)

VIII)

che rappresentano i postulati dell’operazione OR.

Il primo di essi dice chiaramente che il segno (-+) non significa
somma, bensi legame delle costanti.

Anche D’operazione OR si estende ad un numero illimitato di
costanti. Ad esempio:

04+01+04+04+0=0
0404+04+0+1=1
14+1+14+14+1=1

Si puo cosi enunciare che:

Poperazione OR, fatta tra due o piv costantt, ha valore 0 quando
tutte le costanti hanno valore 0; ha valore 1 in tutti gli altri casi.

La. suddetta operazione & verificabile nella pratica applicazione
di piu contatti in parallelo tra loro, attraverso i quali si alimenta,
ad esempio, una lampadina X (fig. 2.7 a, b, ¢).
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I
=
®

0+0+0=0

1
L

b oo £ 4\8 0+0+1=1
— N X
— g 1

‘ ‘ L Q—— 1+1+1=
L gy |7 X

Fig. 2.7 - Interpretazione circuitale deil’operazione OR.

E’ facile constatare che la lampadina rimane spenta solo nel
caso a.

2-10. Blocco logico OR.

I1 bloceo logico OR & un circuito ecapace di realizzare 1’ope-
razione OR. Il simbolo grafico usato per indicare tale blocco, & ri-
portato nella figura 2.8.

Esso ha un numero illimitato di entrate, ma una sola uscita.

Fig. 2.8 - Segno grafico rappresentante il blocco logico OR.

2-11. Costituzione del blocco OR.

Il blocco OR puo essere costituito da tanti diodi quante sono
le entrate (fig. 2.9 a, b, ¢), disposti in modo da lasciar passare la
corrente soltanto nel senso che va dalle entrate al morsetto A, te-
nuto costantemente a stato 0.

- e
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—of —of —of
go— To— fo—
go— go— To—=
0o— 0~ 1=
A
a b d

Fig. 2.9 - Circuiti OR a diodi.

o I
Analizzando le tre figure si rileva quanto segue:

fig. 2.9 a: le entrate sono tutte a stato 0 ossia, non circola al-
cuna corrente. Pertanto anche 1'uscita & a stato .0;

fig. 2.9 b: la corrente passa soltanto attraverso il diodo corri-
spondente all’entrata superiore. Pertanto I'uscita & allo stesso poten-
ziale di questa entrata, ossia a stato I1;

fig. 2.9 c: le entrate sono tutte a stato 1; i diodi sono tutti
attraversati dalla corrente nel senso delle frecce. Pertanto 1’uscita
é -allo stesso potenziale delle entrate, ossia a stato 1.
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ESERCIZI

1 — Realizzare © circuiti a blocchi logict capact di esegquire le sequenti ope-
razioni d’imversione:

B e (9]

Soluzione

Detti ecircuiti sono rispettivamente indicati dalle figure qui riportate:

]
.
~
)
i)
0
Al
1

Bo——{>oi{>o—o

=8

2 — Determinare il valore delle entrate nel sequente circuito a bloccht logict
0
A
1
¢ y=1
0
£
Soluzione

4 =1; B = 0; C = 0; D = 0; E =1.

3 — Trovare il valore dell'uscita Y mel sequente circuito a blocchi logici:
1
4
1 o Y
1
1
1
Soluzione
Y=0
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4 — a) Determinare il valore Y all'uscita del sequente circuito:

A

g — *_D'*_‘

T o E

g = "_{>° —

[ o—— T i

0 o0

17 &—

[} ' .
1 &—

7

b) Indicare in quale blocco logico, tra quelli numerati, si trova Uunica gramn-
dezza d’entrata che invertita & capace di modificare lo stato all’ucita Y.

Soluzione
a) ¥ = 1.

b) Per modificare lo stato di ¥ basta invertire I'entrata a stato 1 del blocco
logico 1.
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RIEPILOGO TAVOLA 2.1
ALGEBRA DI BOOLE
Valori costanti: sono 1 e 0, essendo I’algebra di Boole un’algebra binaria.
Variabili: si indicano solitamente con lettere maiuscole, 4, B, C, ...
Funzioni: si indicano solitamente con X, Y, Z.
P .| Interpretazione Costituzione Segno
Definizioni Postulati circuitale blocco logico grafico
R | L’operazione di
Z | INVERSIONEsi | T _ o
9 pratica ponendo i
@ | un trattino sulle > [> 7
& | grandezze da in- Ao 4 A
-E vertire. 0=1
Z | 4erinverso di 4. 0
= l 2
2 77 7
< L’operazione
= AND, fatta tra |1-1=1
) due o piit gran- _o—U—B——®——' ) .
fe) dezze, ha valore 7 |0 -1 =0 X 4 .
2| 2| quando tutte 1e o6 1 0 A BN HEDiH"’N
—~ | < | grandezze hanno [1-0 =10 N 1
Z valore I; in tutti ® .
=] gli altri casi ha [0-0=0 — 8
N valore 0. 10 0
= Ne
!
E —o—c_o—®—<
o 0 0 0
_?j
1
L’operazione o o
OR, fatta tra due |1 -r 1 =1 0
o piu grandezze, - h
ha valore ¢ quan- |0 + 1 =1 ! A< l+8.N g A+B.N
g do tutte le gran-
dezze hanno va- [14+0=1 N
lore 0; in tutti gli B«
altri casi ha valo- |0+ 0 =0 1
re 1.
Ne

Qlf!fl =
S
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CAPITOLO III

ESPRESSIONI BOOLEANE - TEOREMI PRINCIPALI

3-1. Espressioni booleane.

Le espressioni booleane sono formate da una o pini operazioni
(AND, OR, INVERSIONE), applicate indifferentemente a delle
variabili o a delle costanti.

Ad esempio:
A+140-B-14+0
€ un’espressione composta da:
due operazioni AND,

tre operaziont OR,
quattro operazioni ' INVERSIONE.

Le operazioni che formano un’espressione si svolgono mante-
nendo il seguente ordine di precedenza: INVERSIONE, AND, OR.

Esempi:

a) 1-04+4A44+0+0+4+1-1=
=04+44+0+0+1=4+1

b) 1+0:-14+0-0-1+B=
=0+1-14+0-1-0+B=
=0+4+1+4+0+B=1+RB

Nelle espressioni booleane si possono usare le parentesi come nel-
Palgebra classica, eliminando nell’ordine le tonde, le quadre e le

graffe.
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Esempio:

1+{0-[1-T+0-1 0)]}=
=1+ {0-[1(04+0-0+0)]}=
=14+{0-[1-0}=1+{0-0}=1+4+0=1

3-2. Teoremi con una sola variabile.

Consideriamo nuovamente i postulati, esaminati nel precedente
capitolo, relativi alle operazioni AND e OR:

1) V)
11) VI)
111) VII)
V) VIIT)

Se facciamo assumere ad una qualsiasi variabile, per esempio A4,
i valori 0 e I che essa puo prendere, sostituendola di volta in volta
ai corrispondenti valori costanti di tali postulati, otteniamo alcuni
importanti teoremi.

I Teorema.
)

Cio si verifica, sostituendo A nel I e IV postulato. Infatti, es-
sendo:

1:-1=1 e
0-0=0 sara pure:
A4 =A

Ovviamente si verifica anche la relazione: 4 - A = A.

(1) Nell’'operazione AND ¢ possibile sopprimere il segno (-), pertanto il
prodotto 4 - A si pud indicare con AA4.
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Tl teorema trova una logica spiegazione nella realizzazione pra-
tica di un circuito AND a contatti, come quello della figura 3.1,
in cui si puo benissimo eliminare uno dei due contatti A4, senza al-
terare la funzione della lampada L, il che vuol dire che A equivale
al’AND A - A. 11 teorema & estensibile a un numero illimitato di
variabili; ossia 4 - 4 - 4 - ... A = A. Si puo quindi affermare che
ogni variabile moltiplicata per se stessa é uguale a se stessa.

A A L

};_®]

Fig. 3.1 - Circuito a contatti relativo al prodotto logico A - A.

II Teorema.

Cio si verifica, sostituendo A nel 1T e IIT postulato. Infatti,
nei suddetti postulati, che qui riportiamo:

1-0=0 e
0-1=0,

il prodotto & sempre uguale a zero, per qualsiasi valore di 4. L’in-
terpretazione circuitale di questo teorema é riportata nella figura 3.2
nella quale il contatto chiuso viene indicato con la variabile inver-
tita A, avendo indicato con la stessa variabile, in forma vera, il
contatto aperto. E’ il caso di dire che tale indicazione, sara sempre
rispettata, nel corso del presente volume. Se con I si indica la lam-
pada accesa e con 0 la stessa lampada spenta, é facile comprendere
che nel circuito in esame la suddetta lampada assumera sempre il
valore 0, anche se viene operata una commutazione nei contatti,
in quanto accade che mentre A si chiude, 4 si apre. Quindi, effetti-
vamente, PAND A - A é costantemente nullo; o meglio: ¢l prodotto
tra una qualsiasi variabile e il suo complemento é uguale a 0.

] [ T
—

4 n !

Fig. 3.2 - Circuito a contatti relativo al prodotto logico 4 - A.
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IIT Teorema.

Cio si verifica, sostituendo A nei postulati 11T e IV, che ripor-
tiamo qui di seguito:

Infatti, per qualsiasi valore di 4, il prodotto & sempre uguale
a zero. 1l teorema s8i spiega con molta facilith osservando il circuito
della figura 3.3 nel quale, essendo ¢ un contatto costantemente aperto,
la lampada non potra mai accendersi, ossia, il suo stato sara sempre
0. In questo circuito la presenza di 4 non ha quindi alcun significato.

A 7 L

Fig. 3.3 - Circuito a contatti relativo al prodotto logico 4 - O.

IV Teorema.

Cio si verifica sostituendo 4 nel I e IT postulato. Infatti, essendo
questi:

=1 e
0-1=0,
risulta evidente che, per qualsiasi valore di 4, il prodotto & sempre
uguale alla stessa variabile. Ovviamente, si verifica anche la relazione
A -1 = A. 11 circuito relativo a questo teorema & riportato nella

figura 3.4, dove si pud comprendere come gli stati della lampada L
dipendano esclusivamente dal contatto A, rimanendo costantemente
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chiuso il contatto 1. In definitiva si scopre che in un circuito AND
un contatto sempre chiuso lascia inalterate le cose, risultando cosi
come un tratto unico del circuito stesso.

Fig. 3.4 - Circuito a contatti relativo al prodotto logico 4 - 1.

V Teorema.

Cio si verifica sostituendo 4 nel V e VIII postulato. Infatti,
essendo: '

1 +1=1 e
04+ 0=0, sara pure:
A+4 =4

Nel circuito della figura 3.5, relativo al teorema in esame, si
pud notare come uno dei due contatti A sia superfluo, in quanto la
lampada puod essere alimentata attraverso l’altro contatto. I1 teo-
rema trova cosl una spiegazione logica molto convincente. D’altra
parte si puo ottenere la stessa spiegazione considerando che I'OR
A + A, significa 4 oppure A, per cui non vi sono alternative nel ri-
sultato dell’operazione. Quindi possiamo affermare che ogni varia-
bile sommata a se stessa é uguale a se stessa.

Fig. 3.5 - Circuito a contatti relativo alla somma logica 4 + 4.

45



VI Teorema.

Cio si verifica sostituendo A mnel VI e VII postulato. Infatti,
essendo questi:

14+0=1 e
0+1=1,

si puo constatare che in ogni caso la somma & uguale a 1. La verifica
del teorema risulta molto agevolata dal circuito relativo, riportato
nella figura 3.6, in cui la lampada I rimane sempre accesa, anche
quando i contatti si dovessero invertire, perché uno di essi resta
sempre chiuso. Se lo stato della lampada vale quindi 7, in ogni caso,
vuol dire che anche 'OR A + A é uguale a 1. Possiamo affermare
cosi, che la somma tra una qualsiasi variabile e il suo complemento
é uguale a 1.

L

A

Fig. 3.6 - Circuito a contatti relativo alla somma logica 4 + 5

VII Teorema.

Cio si verifica sostituendo A mnel VII e VIII postulato. Infatti,
essendo questi:

14+0=1 e
04+0=0,
si puo notare che per qualsiasi valore di 4 la somma & sempre uguale

ad A. Il teorema & facilmente verificabile nel circuito, ad esso relativo,
della figura 3.7, nel quale risulta evidente come il contatto 0, essendo
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costantemente aperto, non abbia alcun significato; ossia lo stato
di L dipende esclusivamente da A.

- | |
H_q .

Fig. 3.7 - Circuito a contatti relativo alla somma logica 4 + O.

VIII Teorema.

Cio si verifica sostituendo A nel V e VI postulato. Infatti, es-
sendo questi:
1+1=1 e
04+1=1,
si rileva che, per qualsiasi valore di A, la somma & sempre uguale a 1.
Il teorema trova una efficace chiarificazione osservando il cir-
cuito ad esso relativo, riportato nella figura 3.8, nel quale si nota

che la presenza di A in tale circuito non ha alcun significato, rimanendo
la lampada sempre accesa, tramite il contatto I, constantemente

chiuso.

Fig. 3.8 - Circuito a contatti relativo alla somma logica 4 + 1.

3-3. Teoremi con due o piu variabili.

e
St

I Teorema.
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Infatti, mettendo in evidenza A, si ottiene:

A4+ AB=A(1+B) =4 -1=4

II Teorema.

Infatti, svolgendo il prodotto, si ottiene:

AA+B) =A-A4+AB—A +AB—4

IIT Teorema.

Infatti, sostituendo ad 4 la somma A4 + AB, otteniamo:

A+AB=A +AB+ AB=A+BA+A4A)=A+B1=A4 +B

Allo stesso modo possiamo dimostrare queste altre soluzioni:

IV Teorema.

Infatti: AB + AB=A(B+B) =4 -1 = A.

Questo teorema ci indica che se due termini di un’espressione
differiscono di una variabile, nel senso che essa si trova in un termine
in forma vera e nell’altro in forma inversa, la variabile puo essere
soppressa. Lo stesso teorema e valido per qualsiasi numero di varia-
bili contenuto nei due termini. Cosi, per esempio, la somma dei ter-
mini:

AT 7 e AF 7,
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differenti della sola variabile C, é:

ABCD + ABCD=ABD(C+C)=ABD

V Teorema.

Infatti, svolgendo i prodotti indicati, abbiamo:

(A +B)y(4+0)=A44A + AC + AB + BC = A + AC + AB +
+BC=4(1+C+ B)+ BC=A4 + B(C, essendo:
1+C+ B=1.

VI Teorema.

Infatti, ricordando che A 4+ A4 = 1, possiamo scrivere:
AB + AC + BC (A 4+ 4) =
= AB 4+ AC + ABC + ABC =
= AB(1 + C) + AC(1 + B) = AB + AC.

- VII Teorema.

Infatti, svolgendo i prodotti indicati, abbiamo:
(A4 B)(X + 0)(B +0) = (44 + AC + AB + BC) (B + () =
=0 + ABC + ABB + BBC + ACC + ABC + BCC =
= ABC + AB + BC + AC + ABC + BC =
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— ABC + AB + BC + AC + ABC =
=AC(1 + B)+ AB(1 + C) + BC = AC + AB + BC =

= AC + AB, in base al VIteorema.

VIII Teorema.

Infatti:
(A +B)(A +C)=AA4 + AC + AB + BC =
= AC + AB + BC ;

moltiplicando il termiile BC per (A + A) espressione rimane inal-
terata, essendo 4 + A = 1; percio abbiamo:

AC + AB + BC = AC + AB + BC (A + A) =
= AC + AB + ABC + ABC = AB (1 + C) + AC (1 + B) =

= AB + AC.

3-4. Teorema di DE MORGAN

Il teorema di De Morgan viene espresso nelle due forme
seguenti:

B P RO 1)

Augustus DE MORGAN (1806-1871), matematico inglese, contempo-
raucu di Boole.
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: r”/c? ’ .
In base alla prima uguaglianza, AB & l’mverso di A + B, per-
tanto, applicando i teoremi esaminati in precedenza, A + 4 =1 e
AA = 0, dobbiamo avere:

AB+(A+B)y=1 e
AB - (A 4+ B) =0

Infatti:

AB + AB + B (essendo AB + B = A + B)

B
&
-
|
_+_
&
n

AB+AB+B=B(A+A)+B=B+ B =1;

cosi, pure:

AB(A -+ B) = AAB + ABB = 0.

In base alla seconda uguaglianza, A + B & linverso di AB;
pertanto abbiamo:

AB+ (A +B)=1 e

AB - (A 4+ B)=0

Infatti:

AB+ A+ B=AB+ AB+B=B(A+A4)+B=1,

cosl, pure:

AB - (A + B) = AAB + ABB = 0.

< ' . . N
oo Il teorema di De Morgan, nelle stesse due forme, si puo esten-
dere ad un numero illimitato di variabili; ossia:

o

A - B -C- - ..=A+B+0C+..
A+B+C+...=4 - B - 0C - ..



Analizzando le espressioni suddette si rileva che esse consentono
in sostanza la trasformazione di un OR in AN D e viceversa. Tradotto
in termini pratici, cio-significa che ogni circuito avente determinate
caratteristiche puo ‘essere trasformato in un altro circuito con carat-
teristiche inverse. E precisamente: ’inverso del circuito formato da
due contatti in serie, é costituito dagli stesst contatti, invertiti, collegati
in parallelo. Quindi, se il primo circuito permette ’accensione di una
lampada, il secondo necessariamente la mantiene spenta. Cio & fa-
cilmente dimostrabile prendendo in considerazione la seguente re-
lazione:

1+1=1

Invertendo ambo i membri si ha:

1+1=1,

ma, per il teorema di De Morgan, risulta:

1+1=1-1

avremo quindi:

1-1=1

Confrontando quest’ultima relazione con la prima, poiche I &
I'inverso di I, sara anche: I + I inverso di I - I. Indicando, come
di consueto, con I lampada accesa e contatto chiuso e con I lampada
spenta e contatto aperto, otteniamo i circuite complementari delle fi-
gure 3.9 e 3.10, che mostrano chiaramente la validitd del teorema
di De Morgan.

O
? ? —
7 1 7
Fig. 3.9 - Circuito corrispondente alla rela- Fig. 3.10 - Circuito corrispondente alla rela-
zione 1 4 1 (lampada accesa.) zione 1+ 1 (lampada spenta).
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si applica una prima volta il teorema di De Morgan, nel modo quj
indicato:

avendo cura di mettere in parentesi le parti dell’espressione che non
hanno piu il tratto in comune, dato che in seguito queste diventeranno
altrettante somme. Poi si continua ad applicare il teorema di De
Morgan, fino a fare sparire ogni tratto d’inversione contenente piu
di una variabile. Ossia:

X = (AB) - (CDE) = (4 + B)(C + D + E).

I’uso delle parentesi, diventa quindi necessario, onde evitare
errori gravissimi di calcolo, specialmente quando le parti dell’espres-
sione devono moltiplicarsi tra loro, come nell’esempio precedente.
Allo scopo di fissare bene il meccanismo delle parentesi riportiamo
un secondo esempio, in cui si vuole invertire ’espressione:

\"X

X — AB + O (D + EF).

Si ha:

X =AB + O (D + EF) =
— (4B) - [C(D + EF)] =
= (4 + B) - [C + (D + EF)

Si pud notare che nel separare la variabile ¢ dal resto della
espressione, non sono state usate le parentesi, in quanto il termine
(D + EF) deve sommarsi a C. Pertanto, 1’uso delle parentesi, va
limitato al solo caso in cui le parti dell’espressione che si separano
devono moltiplicarsi. Continuando ad applicare il teorema di De
Morgan, abbiamo:

X=A+B)- {0

C(BF)} =

+
i

[

=(A+B) - {C+[D-(E+F)]}=(A+B) {C+ DE + DF}.

("
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ESERCIZI

1 — Risolvere le seguenti espressioni:

a) Y=14+0{1+0-1-[04+1-(T-04+0-0)+ 1]} ;

b) X =0{0+1[0+1(0+0-1)]+0-1}.

Soluzione
a) Y =14+0-{1+0-1-[0+1-(T-040-0)+4 1]} =
=14+1-{14+1-1[14+1-0-1+4+1-1)+1]}=
=14+1:-{1+4+1-1-[14+1.0+1)+1]}=
=141-{14+1-1-[141-14+1]}=
=1+1-{1'+1-1-1}:1

b) X =0-{0+1-[04+1-@0+0-Tj]+0-.1}=
=1 {141-[141-1+1-0]+0-1} =
=1-{141-[141-1]4+0=1{1+1-14+0}=1.

2 — Ricavare Uespressione relativa allo schema della figura sequente, spie-
gando 1l motivo che consente di determinare il valore d’uscita dello stesso schema,
senza effettuare le dovute operazioni.

1 o

: ]

iy

-

-
o

-~
Q

~
9

—-

—~ oy



Soluzione
IL’espressione richiesta é:
Y=1410+0-1){1+[T+ (0:-1+1)]}=1

Osservando lo schema, si rileva che 1'uscita ¥ vale 1, in quanto, nell’ul-
timo blocco logico OR, una delle entrate & a stato 1.

3 — Determinare il valore d’uscita del sequente circuito:
1
1
0

Y o=
0
)
7
7
7
Soluzione
Y=1.
4 — Disegnare lo schema relativo alla sequente espressione, determinandone

il valore d’uscita:

Y=0-{140+T+1@0+0-0.1)} +1.
Soluzione

Lo schema é riportato nella presente figura; il suo valore d’uscita ¢ ¥ = 1.

o o~ o~

-~

e TS TR
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5 — Risolvere la sequente espressione:

Y={1+4+B+0)-[4+ (B+B)]}-4

Soluzione

Y ={1+A+B+0O)[Ad+B+B)}-A={1-[Ad+1]} 4=
—{1.1}.A=1.4=24,

6 — Qual’é il valore dell’'uscita X, nello schema seguente?

Soluzione
X =4+ B.
7 — Stabilire se sono equivalenti 1 circuitt a e b, sotto riportati:
<
A A
5o i
A o- A 5
C C
B o 8
A [ o—
a b
Soluzione

I circuiti a e b sono equivalenti, perché le funzioni relative sono uguali,
ossia:

AB + AC+ BC=(A+B)(4+C)(B+0).
Cio ¢ facilmente dimostrabile. Infatti:

(4 + B)(4 4+ O)(B+ C) = (44 + AC + AB + BO) (B + () =

= (4 + BC)(B + C) = AB + AC + BC.







10 — Determinare il valore che si trova all’uscita del circuilo segquente:

A EN 2
B
1
I3
7
£
/l'
1
0
0
Soluzione
X=E.F.
11 — Qual’é V'unica condizione capace di portare a zero lo stato di X, nel
circuito seguente:
1
A
B
1
A
g
1
A
1
0
Soluzione
D=0.
12 — Determinare il valore di Y mel sequente schema:
4 -
d4 8/ 0 A
foad ReRD
Soluzione A e b
Y=1.
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Infatti: (4 + B)(4 4+ C) =4 + BC mentre
AB + AC + BO =-AB + AC . Infine
A+ BCO+AB+ AC=A( + B) + BC + A0 =
—~ A+ BC+ AC =4 + C + BC =

A+ 0(1l+B =4+C.

I

15 — Applicare il teorema di De Morgan alla segquente espressione:
{4 +BC.D-E

Soluzione

iA+7§F}D-E=A+’%+‘D_+E=Z-(§-0)+5+E

Ricordando che una variabile o un’espressione invertita due volte riprende

il suo valore iniziale, sard: B - ¢ = BC ; per cui avremo, infine:

A+ BODE—-ABC +D + E

16 — Invertire la sequente espressione:

X —=A[B-C+ DFE+ 1)

Soluzione

X=A4A[B-C+DE+ F)] =

=4 +[B:0+ DI+ F)]=

=4 +[B-0]-[DE+ P =

I
s
+
&
<
S
+
&
+
3
il
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